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ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
1. 

 
Να αποδείξετε ότι για κάθε xͼIR ισχύει: ex≥x+1  
 

Θεωρώ τη συνάρτηση f(x)= ex‒x‒1  
f΄(x)= (ex‒x‒1)΄= (ex)΄‒ (x)΄‒(1)΄= ex‒ 1‒0= ex‒ 1 
 
f΄(x)>0         ex‒ 1>0        ex >1         ex >e0              x>0 
f΄(x)= 0         ex‒ 1=0        ex =1         ex =e0              x=0 
f΄(x)<0         x<0 
 

 
 

            x                 ‒∞                0                     +∞              
 
           f ΄                        –            0            + 
  
            f 
 
 
                                                  min            
                   Ι) f΄(0)=0 
                    
Επειδή:       ΙΙ) f΄(x) < 0 για κάθε xє(0,1) 
 
                   ΙII)f΄(x) > 0 για κάθε xє(1, +∞ ) 
 
Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο = 0 τον αριθμό : 
f (0 ) = e0‒0‒1 = 0 
Οπότε για κάθε xͼIR ισχύει : 
f(x)≥ f (0 )       e

x‒x‒1≥0       ex ≥x+1 
2. 

 
Να αποδείξετε ότι για κάθε xͼ(0,+∞): lnx≤x‒1  
 

Θεωρώ τη συνάρτηση f(x)= lnx ‒x+1, xͼ(0,+∞) 
 
                                                             1                  1           x  
f΄(x)= (lnx ‒x+1)΄= (lnx)΄‒ (x)΄+(1)΄= —— ‒ 1‒0= ——‒ ‒ ——=  
                                                              x                 x           x 
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    1‒x 
= ——‒ 
      x 
                          1‒x 
f΄(x)>0               ——‒ >0               1‒x>0                ‒x>‒1 
                             x 
  x>0                   x>0                         x>0                    x>0 
 
  ‒x         ‒1 
—— <  ——                 x<1 
  ‒1        ‒1                                          0<x<1 
       x>0                         x>0 
                          1‒x 
f΄(x)=0               ——‒ =0               1‒x=0                ‒x=‒1 
                             x 
  x>0                   x>0                         x>0                    x>0 
 
  ‒x         ‒1 
—— =  ——                 x=1 
  ‒1        ‒1                                          x=1 
       x>0                         x>0 
 
f΄(x)<0          
                           x>1 
x>0 
 

            x               0                    1                     +∞              
 
           f ΄                           +         0      –       
  
            f 
 
 
                                                 max                                          
                    Ι) f΄(1)=0 

                   
Επειδή:       ΙΙ) f΄(x) > 0 για κάθε xє(0,1) 
 
                   ΙII)f΄(x) < 0 για κάθε xє(1, +∞ ) 
                    
 
Η συνάρτηση f έχει μέγιστο στη θέση xο = 1 τον αριθμό : 
f (1 ) = ln1 ‒1+1 = 0 
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Οπότε για κάθε xͼ(0,+∞) ισχύει : 
f(x)≤ f (0 )       lnx ‒x+1≤0        lnx ≤x‒1       
3. 

Να αποδείξετε ότι :  
1

2 3 , 0,x x
x

     

                                                                

Θεωρώ τη συνάρτηση    
1

2 3 , 0,f x x x
x

      
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            x                0                    1             +∞              
 
           f ΄                        –            0            + 
  
            f 
 
 
                                                   min            
 
                    Ι) f΄(1)=0 

                  
Επειδή:       ΙΙ) f΄(x) < 0 για κάθε xє(0,1) 
 
                   ΙII)f΄(x) > 0 για κάθε xє(1, +∞ ) 
 
Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο = 1 τον αριθμό : 

 
1

1 2 1 3 2 3 1 0
1

f         

Οπότε για κάθε xͼIR ισχύει : 

     
1 1

1 2 3 0 2 3 , 0,f x f x x x
x x

         

4. 

                                                       π 
Να αποδείξετε ότι για κάθε xͼ(0, ——) ισχύει εφx+σφx≥2 
                                                       2 

   
 

 

1
2

1 2

2 2 2

1 1
1

a af af f
x

x x x x
x x x


   

  




         

Θεωρώ τη συνάρτηση f(x)= εφx+σφx‒2 
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                                                                    1         1 
f΄(x)=(εφx+σφx‒2)΄=(εφx)΄+(σφx)΄‒(2)΄= —— ‒ —— ‒0 =  
                                                                συν2x    ημ2x 
      ημ2x          συν2x                ημ2x ‒ συν2x      ‒( συν2x‒ ημ2x) 
= ———— ‒ ————— = ——————— = ———————  =  
  ημ2x συν2x   ημ2xσυν2x        ημ2xσυν2x                 ημ2xσυν2x 
 
    ‒συν2x            συν2x          
= ———— = ‒ ———— 
  ημ2xσυν2x      ημ2xσυν2x 
      

συν2x = συν2x‒ ημ2x 

 
                                                                    π 
Θεωρώ τη συνάρτηση g(x)= συν2x, xͼ(0, ——) 
                                                                    2 
g΄(x)= (συν2x)΄= ‒ημ2x (2x)΄= ‒2ημ2x 
                     π                               π 
Έχω : 0<x<——          2•0<2x<2——         0<2x< π           ημ2x>0 
                     2                                2 
 
‒2ημ2x<0            g΄(x) <0 
                                                    
                                                   π 
Επειδή g΄(x) <0 για κάθε xͼ(0, ——) η g είναι γνησίως φθίνουσα 
                                                    2  
Οπότε η g είναι «1-1» 
 
                                       συν2x   
f΄(x)>0                        ‒ ————>0                συν2x<0                         
                                      ημ2xσυν2x 
 
           π                                 π                                 π 
xͼ(0, ——)                 xͼ(0, ——)                   xͼ(0, ——) 
            2                                2                                  2 
 
                                                     π              Η συνάρτηση g 
g(x)<0                           g(x)< g(——) 
                                                     4             είναι γνησίως φθίνουσα 
            π                                       π 
xͼ(0, ——)                        xͼ(0, —— ) 
           2                                        2 
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        π 
x> —— 
         4                            π           π 
                                    —— <x< —— 
             π                        4            2 
0< x< ——  
             2 
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
 
                                     0                 π/4             π/2 
 
                                       συν2x   
f΄(x)=0                        ‒ ————=0                συν2x=0                         
                                      ημ2xσυν2x 
 
           π                                 π                                 π 
xͼ(0, ——)                 xͼ(0, ——)                   xͼ(0, ——) 
            2                                2                                  2 
 
 
                                                     π              Η συνάρτηση g 
g(x)=0                           g(x)= g(——) 
                                                     4                   είναι «1-1» 
            π                                       π 
xͼ(0, ——)                        xͼ(0, —— ) 
           2                                        2 
 
        π 
x= —— 
         4                                π   
                                    x= —— 
             π                            4 
0< x< ——  
             2 
 
 
f΄(x)<0 
                                                  π 
            π                      0 <x< —— 
xͼ(0, ——)                                 4 
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            2 
 

            x                0                    π/4             π/2              
 
           f ΄                        –            0            + 
  
            f 
 
 
                                                   min            
                               
 
                   Ι) f΄(π/2)=0 

                  
Επειδή:       ΙΙ) f΄(x) < 0 για κάθε xє(0,π/4) 
 
                   ΙII)f΄(x) > 0 για κάθε xє(π/4, π/2 ) 
 
Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο = π/4 τον αριθμό : 
 
    π        π       π         
f (—)=εφ—+σφ—  ‒2=1+1‒2=0 
    4         4        4 
                                     π 
Οπότε για κάθε xͼ(0, ——) ισχύει : 
                                     4 
             π                                          
f(x)≥ f (— )       εφx+σφx‒2≥0         εφx+σφx≥2                    
             4 
5. 

                                                            1 
Για κάθε xͼ(0,1) ισχύει xx(1‒x) 1‒x ≥ —— 
                                                            2 
 

                                                                   1 
Θεωρώ τη συνάρτηση f(x)= xx(1‒x) 1‒x ‒ —— , xͼ(0,1) 
                                                                    2 
                                1                                     1 

f΄(x)= (xx(1‒x) 1‒x ‒ ——)΄= (xx(1‒x) 1‒x)΄ ‒ (——)΄=  
                                 2                                     2 

=(xx)΄ (1‒x) 1‒x+xx ((1‒x) 1‒x)΄= (
ln xxe )΄(1‒x) 1‒x + xx (

1ln(1 ) xxe


)΄=  
=(exlnx)΄(1‒x) 1‒x+ xx (e(1‒x) ln(1‒x))΄=  
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=exlnx (xlnx)΄(1‒x) 1‒x+xx e(1‒x) ln(1‒x) ((1‒x) ln(1‒x) )΄= 

=
ln xxe [ (x)΄lnx +x (lnx)΄](1‒x)1‒x+ xx

1ln(1 ) xxe


[ (1‒x)΄ln(1‒x) +1‒x 
(ln1‒x)΄] =  
                                 1                                                  (1‒x)΄                                                   
= xx(1‒x) 1‒x(lnx +x ——) +xx(1‒x) 1‒x(‒ln(1‒x) +(1‒x) ———  ) 
                                  x                                                  1‒x 
                                                                               x 
= xx(1‒x) 1‒x(lnx+1(‒ln(1‒x)‒1)= xx(1‒x) 1‒x ln ———— 
                                                                            1‒x 
 

(ef)΄= ef • f΄ 

θ = lneθ ,θ>0 

x• lnθ= lnθx ,θ>0 

                        θ1 
lnθ1‒ lnθ2= ln —— μεθ1, θ2>0 
                         θ2 

 
 
Για κάθε xͼ(0,1) θα ισχύει :  
x>0              x>0             x>0                 xx>0 
                                                                                            
x<1              1> x           1‒ x >0            (1‒x) 1‒x >0 
 
      xx(1‒x) 1‒x >0 
 
 
 
                                   x                                      x 
f΄(x)>0                ln ———— >0               ln ———— >ln1 
                                 1‒x                                   1‒x 
 
0<x<1                  0<x<1                                   0<x<1 
 
     x                                          x 
———— >1                        ————(1‒x)  >1(1‒x) 
    1‒x                                      1‒x 
 
0<x<1                                  0<x<1(Γιατι :1> xή 1‒x>0) 
 
x>1‒x                     x+x >1                     2x >1 
 
0<x<1                      0<x<1                    0<x<1 
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 2x       1                            1 
——>——                   x>——                        1 
   2        2                           2                       —— <x<1 
                                                                      2                         
0<x<1                          0<x<1 
             
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
 
                                    0                1/2                1 
 
                                   x                                      x 
f΄(x)= 0                ln ———— =0               ln ———— =ln1 
                                 1‒x                                   1‒x 
 
0<x<1                  0<x<1                                   0<x<1 
 
     x                                           
———— =1                   x=1‒x                  x+x =1                  2x =1 
    1‒x                                       
 
0<x<1                             0<x<1                 0<x<1                   0<x<1 
 
 
                                                                                   
 
 2x        1                              1 
—— = ——                   x= ——                             1 
   2        2                              2                        x=  ——  
                                                                               2                         
0<x<1                          0<x<1 
 
 
f΄(x)>0                              1 
                             0<x< —— 
0<x<1                               2 
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            x                0                    1/2                  1              
 
           f ΄                        –            0            + 
  
            f 
 
 
                                                   min            
                              
                     Ι) f΄(1/2)=0 
 
Επειδή:        ΙΙ) f΄(x) < 0 για κάθε xє(0,1/2) 
 
                    ΙII)f΄(x) > 0 για κάθε xє(1/2, 1 ) 
 
 
Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο = 1/2 τον αριθμό : 
 
    1       1            1               1         1       1            1 
f (—)=(—)1/2(1‒ —) 1‒1/2 ‒ —— = (—)1/2( —)1/2 ‒ —— = 0 
     2      2            2               2         2        2            2 
                                      
Οπότε για κάθε xͼ(0, 1) ισχύει : 
                                                                  
             1                                 1                                        1 
f(x)≥ f (— )        x

x(1‒x) 1‒x ‒ —— ≥0          xx(1‒x) 1‒x ≥ ——                                     
             2                                 2                                        2 
5.  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 

Να αποδείξετε ότι για κάθε xͼIR ισχύει: xex+1≥ex 

2. 

Να αποδείξετε ότι για κάθε xͼ(0,+∞):x‒x lnx≤ 1 

3.  
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