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Πως θα βρω το μέγιστο ή το ελάχιστο ενός μεγέθους  όταν δίνεται 
μια συνθήκη ;;; 

↓ 

Εκφράζω το μέγεθος που με ενδιαφέρει συναρτήσει των 
μεταβλητών x και y  

↓ 

Από την συνθήκη που μου δίνεται θα βρω το y συναρτήσει του x ή 
το x συναρτήσει του y(Συνήθως αυτό που είναι πιο εύκολο) 

↓ 

Εκφράζω το μέγεθος που με ενδιαφέρει συναρτήσει μιας μόνο 
μεταβλητής  

↓ 

Μελετάω τα ακρότατα της παράστασης που έχει προκύψει 

 
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
1. 

 Από όλα τα ορθογώνια που το άθροισμα των διαστάσεων του 
είναι 10 m και να βρεθεί ποιο έχει μέγιστο εμβαδό και πόσο είναι το 
μέγιστο εμβαδόν   

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Αν  x, y οι διαστάσεις του ορθογωνίου τότε θα έχω : 
 
 x + y = 10                   y = 10 – x                     y = 10 – x 
 
 x>0, y>0                     x>0, y>0                        x>0, 10 – x >0 
 
Θα πρέπει να έχω : 
 10 – x >0                      – x > –10                        – x           –10 
                                                                            ────  <──── 
                                                                              – 1             – 1 
    x>0                             x>0                                            x>0 
 
    x < 10 
                                  0< x < 10 
    x > 0 
 
 
 
–∞                                                                                         + ∞    
 

0 10 
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Το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από την  σχέση : 
 
Ε = x y = x (10 – x) = 10 x – x • x = 10x – x2 
 
                                                    x 
  
                                   Α                                             Β 
 
                        y                                                    y 
 
 
                                  Δ                                             Γ 
 
                                                      x  
 
Θεωρώ την συνάρτηση f(x)= – x2 + 10x 
 
f΄(x)= (– x2 + 10x)΄= (– x2)΄+ (10x)΄ = – 2x + 10(x)΄ = – 2x + 10 • 1= 
= – 2x + 10 
 
f΄(x) > 0                – 2x + 10 > 0                – 2x   > –10 
 
  0< x < 10                0< x < 10                      0< x < 10 
 
– 2x       –10 
─── < ───                     x < 5 
   – 2       –2                                                      0< x <5 
  0< x < 10                      0< x < 10 
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
 
                                        0                    5           10 
 
f΄(x) = 0                – 2x + 10 = 0                – 2x   = –10 
 
  0< x < 10                0< x < 10                      0< x < 10 
 
– 2x       –10 
─── = ───                     x = 5 
   – 2       –2                                                       x = 5 
 
  0< x < 10                      0< x < 10 
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 Οπότε :  
 
f΄(x) < 0 
                                  5< x < 10 
0< x < 10 
 
      
 
            x              0                      5                     10              
 
           f ΄                         +           0          –       
  
            f 
 
 
                                                   max            
                                               
                 Ι) f΄(10)=0  
 
Επειδή:     ΙΙ) f΄(x) > 0 για κάθε xє(0,5) 
 
                  ΙII)f΄(x) < 0 για κάθε xє(5, 10 ) 
 
Η συνάρτηση f έχει μέγιστο στη θέση xο = 5m τον αριθμό : 
f (5 ) = – 52 + 10 • 5 = – 25 + 50 = 25m2 

2. 

Να βρείτε το σημείο της παραβολής με εξίσωση y = x2 που απέχει 
από το σημείο Α(3,0) τη μικρότερη δυνατή απόσταση 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Αν Β(x ,y) τυχαίο σημείο της παραβολής τότε θα έχω y = x2.Οπότε 

το σημείο Β(x ,y) θα έχει τη μορφή  Β(x , x2) 
 

                         

       
2 2

, , , ,x x y y x y x y                

 

       
22 2 2 23 0x x y y x x                   
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x– 1 > 0           x > 1 
x– 1 = 0            x = 1      
x– 1 < 0           x < 1 
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       x                 – ∞                            1                    + ∞ 
 
    x–1                             –             0                  + 
 
 
Θεωρώ την  δευτεροβάθμια εξίσωση :  
 

 + 2   x2  + 2   x   + 3    =  0    (1) 

α =2      β = 2      γ = 3 
2 24 2 4 2 3 4 12 8 0            

Επειδή α=2>0 και Δ < 0 για κάθε x є ΙR θα έχω x2 + 2x + 3 > 0 
 
     x                – ∞                                                   + ∞ 
 
2x2 + 2x + 3                                  +                 
 
 
            x                 – ∞                       1                                 + ∞ 
   
      x–1                                 –            0                  +   
 
 
     2x2 + 2x + 3                      +                                 + 
 
 
 
(x–1)(2x2+2x + 3)                 –             0                 +     
 
 
 
            x                    –∞                             1                              +∞            
 
           f ΄                                –             0                     + 
  
           f 
 
 
 
              Ι) f΄(1)=0   
              ΙΙ) f΄(x) <0 για κάθε xє (–∞, 1) 
              ΙΙΙ) f΄(x) >0 για κάθε xє (1, +∞) 
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Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο =  1.Οπότε y = x2 = 12 = 1  
Άρα έχω τη μικρότερη δυνατή απόσταση στο σημείο (1,1) 
3. 

Nα βρείτε δυο θετικούς αριθμούς που έχουν άθροισμα 20 και το 
γινόμενο τους είναι μέγιστο 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Έστω   x, y οι ζητούμενοι αριθμοί τότε θα έχω : 
 
 x + y = 10                   y = 20 – x                     y = 20 – x 
 
 x>0, y>0                     x>0, y>0                        x>0, 20 – x >0 
 
Θα πρέπει να έχω : 
 20 – x >0                      – x > –20                        – x           –20 
                                                                            ────  <──── 
                                                                              – 1             – 1 
    x>0                             x>0                                            x>0 
 
    x < 20 
                                  0< x < 20 
    x > 0 
 
 
 
–∞                                                                                         + ∞    
 

0 20 
 
P = x y = x (20 – x) = 20 x – x • x = 20x – x2 
 
Θεωρώ την συνάρτηση f(x)= – x2 + 20x 
 
f΄(x)= (– x2 + 20x)΄= (– x2)΄+ (20x)΄ = – 2x + 20(x)΄ = – 2x + 20 • 1= 
= – 2x + 20 
 

[ f(x) – g(x) ]΄ = f΄(x) – g΄(x) 

[λ f(x) ]΄ = λf΄(x) λ: Σταθερά  

(x)΄ = 1 

(xα)΄ = α xα–1  
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f΄(x) > 0                – 2x + 20 > 0                – 2x   > –20 
 
  0< x < 20                0< x < 20                      0< x < 20 
 
 
 
 
– 2x       –20 
─── < ───                     x < 10 
   – 2       –2                                                      0< x <10 
  0< x < 20                      0< x < 20 
 
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
 
                                        0                    10                 20 
 
f΄(x) = 0                – 2x + 20 = 0                – 2x   = –20 
 
  0< x < 20                0< x < 20                      0< x < 20 
 
– 2x       –20 
─── = ───                     x = 10 
   – 2       –2                                                       x = 10 
 
  0< x < 20                      0< x < 20 
 Οπότε :  
f΄(x) < 0 
                                  10< x < 20 
0< x < 20 
 
            x                 0                 10                    20              
 
           f ΄                          +          0          –       
  
            f 
 
 
                                                 max       
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                  Ι) f΄(0)=0   
 
Επειδή:     ΙΙ) f΄(x) > 0 για κάθε xє(0,10) 
 
                  ΙII)f΄(x) < 0 για κάθε xє(10, 20 ) 
 
Η συνάρτηση f έχει μέγιστο στη θέση xο = 10 
yο = 20 – xο = 20– 10 = 10 
4. 

Δυο αριθμοί έχουν γινόμενο 100. Πότε το άθροισμα τους  γίνεται 
ελάχιστο 

Έστω   x, y οι ζητούμενοι αριθμοί τότε θα έχω : 
                                    x • y      100                            100 
 x • y = 100                   ——=  ——                    y = —— 
                                       x          x                                 x 
 
 x>0, y>0                     x>0, y>0                                x>0 
 
                      100 
S = x+y = x + —— 
                        x 
                                                     100 
Θεωρώ την συνάρτηση f(x)= x + —— , xͼ(0,+∞) 
                                                       x 
f΄(x)= ( x + 100x‒1)΄= ( x)΄+ (100x‒1)΄ = 1+ 100(x‒1)΄ = 1– 100x‒2 = 
                      1            100       x2            100      x2  –100     x2  –102 
=  1 – 100 • —— =1 – —— = ——  – —— = ———— = ———— = 
                      x2             x2           x2          x2           x2                x2 

 

 

 
 (x–10)(x+10)      x+10 
= ————— = ———(x–10) 
       x2                   x2 

 

                           x2  > 0                x+10                        
Έχω : x>0                                    ——— >0  
                          x+10>0                   x2 

 
f΄(x) > 0                 x  –10 > 0                x >10 
                                                                                       x >10 
   x >0                     x >0                       x >0  
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–∞                                                                                              +∞ 
 

0              10    
1                

f΄(x) = 0                 x  –10 = 0                x =10 
                                                                                       x =10 
   x >0                     x >0                       x >0  
 
 Οπότε :  
f΄(x) < 0 
                                  0< x < 10 
  x >0      
 
            x                 0                 10                    +∞              
 
           f ΄                          –          0    +             
  
            f 
 
 
                                                    min 
                                                           
                  Ι) f΄(10)=0 
 
Επειδή:     ΙΙ) f΄(x) < 0 για κάθε xє(0,10) 
 
                  ΙII)f΄(x) > 0 για κάθε xє(10, +∞) 
 
Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο στη θέση xο = 10 
        100     100 
yο = —— = ——= 10 
          xο           10 
5. 

Να βρεθούν τα x,yє(0,13) τέτοια ώστε x + y = 13 και η παράσταση 
        

3 2x y  να εχει μέγιστη τιμή 
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x + y = 13                   y = 13‒ x                     y = 13‒ x 
 
0<x<13                       0<x<13                        0<x<13 
 
0<y<13                       0<13‒ x<13            ‒13<‒ x<13‒13 
 
y = 13‒ x                                  y = 13‒ x                      
                                                                                     y = 13‒ x 
0<x<13                                      0<x<13                        
                                                                                      0<x<13 
‒13      ‒ x      0                           13>x>0   
——  >——>——              
 ‒1       ‒1      ‒1 
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Επειδή:     ΙΙ) f΄(x) > 0 για κάθε xє(0,9) 
 
                  ΙII)f΄(x) < 0 για κάθε xє(9, 13 ) 
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Η συνάρτηση f έχει μέγιστο στη θέση xο = 9 
yο = 13 – xο = 13– 9 = 4 
6. 

Από ένα χαρτόνι μήκους 8cm και πλάτους 15cm θέλουμε  
να κατασκευάσουμε κουτί ανοιχτό από πάνω, κόβοντας τέσσερα 
ίσα τετράγωνα, με πλευρά xcm, από κάθε γωνία του και 
διπλώνοντας μετά τις πλευρές που προεξέχουν. 
(Ι)Να εκφράσετε τον όγκο V του κουτιού που σχηματίστηκε ως 
συνάρτηση του x 
(ΙΙ)Να βρείτε ποιες πρέπει να είναι οι διαστάσεις του κουτιού, ώστε 
να έχει τον μέγιστο όγκο του, καθώς και να υπολογίσετε τον όγκο 
του       
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