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ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ( Νο2) 
 

1. 

Έζηυ οι ζςναπηήζειρ f και g για ηιρ οποίερ ςποθέηοςμε όηι : 
α) είναι οπιζμένερ ζηο ΙR 
β)f(IR)=IR 
γ)Για κάθε xͼIR ιζσύει (fof+gof)(x) = x (1)  
Nα αποδεισθεί όηι : 
Ι) Η f είναι ανηιζηπέτιμη 
ΙΙ)f-1=f+g  

I)Έζηυ : f(x1) = f(x2) 
 
f(f(x1)) = f(f(x2))                  (fof)(x1) = (fof)(x2) 
                                                                                (+) 
g(f(x1)) = g(f(x2))                (gof)(x1)) = (gof)(x2) 
                                         —————————— 
                                (fof)(x1)+ (gof)(x1))  = (fof)(x2)+ (gof)(x2) 
 
(fof+gof)(x1) = (fof+gof)(x2)             x1 =x2 
Άπα η ζςνάπηηζη f είναι «1-1».Οπόηε ςπάπσει η f-1 

II) 
 f-1(y)=x        y= f(x)     
 f-1(y)=x        f-1(f(x))=x  
 
 (fof+gof)(x) = x       (fof)(x)+(gof)(x) = f-1(f(x))         
                                                                               Θέηυ: y= f(x) 
f(f(x))+ g(f((x)) = f-1(f(x))         (f+g)(f(x)) = f-1(f(x)) 
(f+g)(y)) = f-1(y)       f+g = f-1 
2. 

Έζηυ οι ζςναπηήζειρ f και g για ηιρ οποίερ ςποθέηοςμε όηι : 
α) είναι οπιζμένερ ζηο ΙR 
β)f(IR)=IR 
γ)Για κάθε xͼIR ιζσύει (fog)(x) = x (1)  
Nα αποδεισθεί όηι : 
Ι) Η g είναι ανηιζηπέτιμη 
ΙΙ)g-1=f 

I) 
Έζηυ : g(x1) = g(x2)         f(g(x1)) =f(g(x2))          x1 =x2 

 Άπα η ζςνάπηηζη g είναι «1-1».Οπόηε ςπάπσει η g-1 

 II) 
 g-1(y)=x        y= g(x)     
 g-1(y)=x        g-1(g(x))=x  
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(fog)(x) = x       f(g(x)) =g-1(g(x))       f(y) =g-1(y)       g-1 = f 
3. 

Έζηυ οι ζςναπηήζειρ f, g και hγια ηιρ οποίερ ςποθέηοςμε όηι : 
είναι οπιζμένερ ζηο ΙR για κάθε xͼIR ιζσύει (foh)(x) =(goh)(x)= x 
Nα αποδεισθεί όηι : f=g 

Έζηυ : h(x1) = h(x2)         f(h(x1)) =f(h(x2))          x1 =x2 

Άπα η ζςνάπηηζη h είναι «1-1».Οπόηε ςπάπσει η h-1 

 

h-1(y)=x        y= h(x)  
    
 h-1(y)=x          h-1(h(x))=x  
 
(foh)(x) = x       f(h(x)) =h-1(h(x))       f(y) =h-1(y)       h-1 = f 
 
(goh)(x) = x        g(h(x)) =h-1(h(x))       g(y) =h-1(y)       h-1 = g 
Οπόηε : f=g 
4. 

Έζηυ η ζςναπηήζη f πος είναι οπιζμένη ζηο ΙR για κάθε xͼIR 
ιζσύει f3(x)+f(x)−x =0.Να βπεθεί η f-1 

f3(x)+f(x)−x =0ή f3(x)+f(x) = x 
 
                                         f(x1) = f(x2) 
Έζηυ : f(x1) = f(x2)                                     (+) 
                                        f3(x1) = f3(x2) 
                                       ———————— 
                                         f(x1)+ f3(x1)  = f(x2)+ f3(x2)          x1 =x2 

Άπα η ζςνάπηηζη f είναι «1-1».Οπόηε ςπάπσει η f-1 

Έσυ : f(x)=y 
f3(x)+f(x)−x =0ή y3+y−x =0 ή x = y3+y  
f-1:ΙR→IR με f-1(x)=x3+x  
5. 

Να βπεθεί η ανηίζηποθη ηηρ ζςνάπηηζηρ  
           1−ex 
f(x) = ———— 
           1+ ex 

Το πεδίο οπιζμού ηηρ f είναι ηο ΙR 
( ex >0 ή1+ex>0ή1+ex ≠ 0 για κάθε xͼIR) 
                         1−ex

1             1−ex
2      

f(x1) = f(x2)      ————  = ————   
                            1+ex

1
                  1+ex

2
   

   
  

(1−ex
1)( 1+ex

2) =(1−ex
2)( 1+ex

1)     
1•1+1•ex

2−ex
1•1−ex

1•e
x
2 = 1•1+1•ex

1−ex
2•1−ex

2•e
x
1  
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1+ex

2−ex
1−ex

1e
x
2 =1+ex

1−ex
2−ex

2e
x
1  

 

ex
2−ex

1 =ex
1−ex

2         2ex
1= 2ex

2            e
x
1= e

x
2         x1= x2 

Άπα η ζςνάπηηζη f είναι «1-1».Οπόηε ςπάπσει η f-1 

                                  1−ex 
Έσυ : f(x)=y       y = ————         y(1+ex) = 1−ex 
                                                      1+ex  

y•1+yex = 1−ex            y+yex = 1−ex        yex+ex = 1− y 

 (y+1)ex = 1− y(1) 
Έζηυ y+1=0      y=−1 
Θέηυ y=−1 ζηην εξίζυζη (1) : 
(y+1)ex = 1− y      (−1+1)ex = 1−(−1) ή 0• ex =2(Άηοπο) 
Άπα : y ≠−1 
 
 (y+1)ex = 1− y                  (y+1)ex                      1− y 
                                      —————  =  —————        
                                          y+1                   y+1 
      y ≠−1                                       y ≠−1 
 
        1− y                                 1− y       
ex = ———                  x = ln ——— 

         y+1                                  y+1 
1− y 
——— >0                    (1− y)(  y +1) >0 
 y  +1 
y ≠−1                                       y ≠−1 

 

θευπώ ηην δεςηεποβάθμια εξίζυζη(1− y)( y +1) = 0  
 
                                 1− y = 0                 y = 1                  
(1− y)( y +1) = 0            ή                          ή  
                                  y +1 = 0               y = −1 
 

 
          y 
 

 
−∞               −1                    1                    +∞ 
    

 
 
(1− y)(  y +1) 
 
 

 
         
          −                        +        0                − 
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(1− y)(  y +1) >0 
                                       yͼ(−1,1) 
         y ≠−1 
 
Oπόηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f είναι ηο (−1,1).Επειδή ηο ζύνολο 
ηιμών ηηρ f είναι ηο πεδίο οπιζμού ηηρ f-1 ηο πεδίο οπιζμού ηηρ f 
είναι ηο(−1,1)   
                                          1−x 
f-1 : (−1,1)→ΙR , f-1(x) = ln ——— με  xͼ(−1,1)  
                                          1+x 
6.  
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7. 

                                                                         3 ___   3___ 
                                                                         x+1− 1− x 
I)Να βπεθεί η ανηίζηποθη ηηρ ζςνάπηηζη f(x) = ———————   
                                                                          3 ___  3 ___ 
                                                                          x+1+ 1−x 
 II)Nα βπεθεί ο α έηζι ώζηε  f-1(α) = 0 
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Αν Α ηοπεδίο οπιζμού ηηρ f.Τόηε θα έσυ: 
                                            ___    ___ 
Α= {xͼIR: x+1≥0, 1− x ≥0, x+1+ 1− x ≠0} 
 
x+1≥0 ή x≥−1  
                                 −x         −1 
1− x ≥0 ή −x≥−1 ή ———≤——— ή x ≤1  
                                 −1        −1 
Οπόηε θα ππέπει : (x≥−1 και x≤1) 
 
 
 
 
 
 
−∞               −1                              1                     +∞ 
 
Άπα : xͼ[−1,1] 
                                    3 ___  3___  
Θευπώ ηην εξίζυζη : x+1+ 1− x = 0 μεx xͼ[−1,1] 
 

3 ___   3___ 
x+1+ 1− x  = 0                   x+1=0και1−x = 0 

 
      xͼ[−1,1]                              xͼ[−1,1] 
 
                                          
x=−1καιx = 1 
                    (Άηοπο)     
xͼ[−1,1]   
 
Σςνεπώρ : xͼ[−1,1] 
Άπα: Α= [−1,1] 
                       3 ____ 3 ___        3 ____   3 ____  

x1+1−  1− x1     x2+1−  1− x2 
  f(x1)= f(x2) ή —————— = ————————  ή 
                       3 ____ 3  ____         3 ____ 3 ____ 

x1+1+  1− x1         x2+1+  1− x2 
 
  3_____3 ____    3____   3____       3____  3____   3 ____  3____ 
( x1+1−  1− x1) ( x2+1+  1− x2) =( x2+1−  1−x2) ( x1+1+  1−x1)  ή 
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3 ____3___   3____3 ____  3 ____ 3 ____   3 ___    3 ____ 
x1+1 x2+1+ x1+1  1−x2 − 1− x1 x2+1  −  1− x1  1− x2 = 

 

3 ___ 3____  3 ___ 3 ____  3 ___ 3 ____   3____ 3_____  
x2+1 x1+1+ x2+1 1−x1 − 1−x2 x1+1 − 1−x2  1− x1  ή 

 
 3__________   3 __________    3  __________ 3  __________ 

(x1+1)(1−x2) − (1−x1)(x2+1)  = (x2+1)(1−x1) − (1−x2) (x1+1)  ή 

3 __________  3 __________    3 __________  3 __________ 
(x1+1)(1−x2)+ (x1+1)(1−x2) = (x2+1)(1−x1) + (x2+1)(1 −x1)  ή 

  3 __________      3 ___________ 
2 (x1+1)(1−x2)  =2 (x2+1)(1− x1)    ή 

3 __________      3 ___________   
(x1+1)( 1− x2)  = (x2+1)(1−x1)     ή 

 
(x1+1)(1− x2)  = (x2+1)(1− x1)  ή 

 
 x1 • 1+ x1( − x2)+ 1•1+1( −x2)= x2 •1+ x2( − x1)+ 1•1+1( −x1) ή 
 
x1 −x1x2+1 −x2= x2 −x1x2+1 −x1ή x1 −x2 = x2+ −x1 ή 
 
x1 +x1= x2+ x2 ή2x1 = 2x2 ή x1 = x2  

 

Άπα ζςνάπηηζη f είναι «1-1» Οπόηε ςπάπσει η f-1 

 

                                                          3 ___   3___ 

x+1− 1− x 
 

y = f(x)                   y = ———————                                   

                                                        3 ___       3___ 

x+1    + 1− x 
 
xͼ[−1,1]                           xͼ[−1,1]  
 

    3 ___       3___         3 ___      3___ 
y( x+1    + 1− x  )  = x+1   − 1− x  
 
xͼ[−1,1] 

    3 ___        3___         3 ___    3 ___ 
y x+1  +y 1− x   =   x+1   − 1− x  
 
xͼ[−1,1] 
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    3 ___    3___              3 ___    3 ___ 
y x+1 − x+1    =  −y 1− x   − 1− x  
 
xͼ[−1,1] 
 

 3 ___                              3 ___ 
 x+1 (y −1)   =  (−y− 1) 1− x  
 
xͼ[−1,1] 
 

                    3 ___                     3 ___ 
 −( 1− y) x+1    =  −(y+ 1) 1− x  
 
                  xͼ[−1,1] 
 

               3 ___                  3 ___ 
 (1−y) x+1    =  (y+ 1) 1− x  
 
                  xͼ[−1,1] 
 
 

                 3___                      3 ___ 
[ (1−y) x+1  ]3  =  [(y+ 1) 1− x ]3 
 
                  xͼ[−1,1] 
 

                   3 ___                       3____ 
 (1−y)3( x+1) ]3  =  (y+ 1)3 ( 1− x )3 
 
                  xͼ[−1,1] 

                                          
 (1−y)3(x+1)  =  (y+ 1)3 (1− x ) 
 
                  xͼ[−1,1] 

                                    
 x (1 − y)3 +(1 − y)3  =  x (y+ 1)3 −(y+ 1)3  
 
                  xͼ[−1,1] 

                                            
 x (1−y)3 −x (y+ 1)3 = −(y −1)3  −(y+ 1)3  
 
                  xͼ[−1,1] 
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 −x [(y +1)3  −( 1− y)3] = −[( 1− y)3+(y+ 1)3 ] 
 
                  xͼ[−1,1] 

                                            
 x [(y +1)3 −( 1− y)3] = (1−y)3+(y+ 1)3  
 
                  xͼ[−1,1] 
 
Θα έσυ: 
(y +1)3  −( 1− y)3 = y3+3•y2•1+3•y•12+13−( 13−3•12•y+3 •1 •y2− y3) =  
 
=y3+3y2+3y+1−(1−3y +3y2− y3)= y3+3y2+3y+1−1+3y−3y2+y3= 
2y3+6y =2y(y2 +3) 
 
(y +1)3  +( 1− y)3 = y3+3•y2•1+3•y•12+13+13− 3•12•y +3• 1• y2− y3 =  
 
=y3+3y2+3y+1+1−3y+3y2−y3= 6y2+2 = 2(3y2+2) 
 

 
( α + β )3 = α3 +  3 • α2 •β + 3 •α •β2 + β3 

 

 
( α − β )3 = α3  − 3 • α2 •β + 3 •α •β2 − β3 

 

 
Οπόηε :  
2(3y2 +1)x  =  2y(y2+3) 
  
                  xͼ[−1,1] 
 
2(3y2 +1)x  =  2y(y2+3) 
  
                  xͼ[−1,1] 
 
 
 
 
  (3y2 +1)x              2y(y2+3) 
—————— =  —————   ( Γιαηι3y2≥0ή3y2+1>0ή3y2+1≠0) 
  3y2 +1                  3y2 +1 
 
xͼ[−1,1] 
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           y(y2+3) 
 x =  ————— 
            3y2 +1 
 
xͼ[−1,1] 
                                                                y(y2+3) 
Έσυ : xͼ[−1,1]         −1≤x≤1         −1≤  —————     ≤1         
                                                                 3y2 +1 
                      y3+3y 
−1(3y2 +1)≤  —————  ≤1(3y2 +1)        
                      3y2 +1                      
−3y2 −1≤  y3+3y   ≤3y2 +1   
 
  y3+3y≥ −3y2 −1                      y3+3y2 +3y+ 1 ≥ 0 
  
y3+3y   ≤3y2 +1                        y3−3y2 +3y −1  ≤ 0 
 
y3+3y2 +3y+ 1 ≥ 0                 (y+1) 3≥ 0                 y+1≥ 0 
 
y3−3y2 +3y −1  ≤ 0               (y−1)3≤ 0                    y−1≤ 0 
 
y≥ −1 
                        yͼ[−1,1] 
y≤ 1 
 
Άπα : f([−1,1] ) = [−1,1] 
 Tο ζύνολο ηιμών ηηρ f είναι πεδίο οπιζμού ηηρ f-1 Άπα είναι πεδίο 
οπιζμού ηηρ f-1 είναι ηο [−1,1] 
           x(x2+3)                    
f-1(x)= ———— , xͼ[−1,1] 
            3x2 +1 

                                                                             

                                                                                      3 ___   3___ 
                                                       0+1− 1− 0 
ΙΙ) f-1(α) = 0          α =f(0)          α = ——————         α = 0   
                                                     3 ___   3___ 

0+1+ 1−0 


