
1 

 

Α΢ΤΠΣΩΣΕ΢ ΣΗ΢ Cf 

 

0 0 0

0 0( )

:

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

ί x x x ί ό ύ

ή ά ά f ό ί ύ

f x ή f x ή f x

        

         

   

  

     



 

0 0

0 0

( )

:

lim ( ) lim ( )
x x

ί y y y ί ό ύ

ή ά ά f ό ί ύ

f x y ή f x y

        

         

 

  

 



 

( , )

:

lim[ ( ) ( )] 0 lim[ ( ) ( )] 0
x x

ί y x ί ά ύ

ή ά ά f ό ί ύ

f x x ή f x x

            

         

   
 

   

     



 

( , )

:

( )
lim lim[ ( ) ]
x x

ί y x ί ά ύ

ή ά ά f

ό ί ύ

f x
f x x

x

            

       

   

   
 

   



  



 

( , )

:

( )
lim lim[ ( ) ]
x x

ί y x ί ά ύ

ή ά ά f

ό ί ύ

f x
f x x

x

            

       

   

   
 

   



  



 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 
 
 
 
 



2 

 

1. 

2

1
( ) 2

ύ ύ ή ά

ά f x x
x

          

 



   

2

2 20 0 0 0

1
( ) 2

( ,0) (0, )

:

1 1
lim ( ) lim(2 ) 2lim lim 2 0

0

( )
lim

x x x x

f

x

f x x
x

ί ύ f ί

Ka a ό ύ

f x x x
x x

Ά C ό ύ x

ά ό ύ

f x

x

       

    

       

      



   



 

   

       









2 2

3

3

2 2

1 1
2

2 1
lim lim ( ) lim (2 )

1
2 lim 2 0 2

1 1
lim[ ( ) ] lim (2 2 ) lim 0

.

2

x x x

x

x x x

f

x
xx x

x x x x

x

f x x x x
x x

Ά C ύ y x ί

y x

 

           

  



  



     

    

      

 



 

2. 

ln
( )

ύ ύ ή ά

x
ά f x

x

           

 





 

 



3 

 

0 0 0

(0, )

:

ln 1
lim ( ) lim lim ln ( )( )

0

:

ln

( ) ln
lim lim lim

x x x

f

x x x

To ί ύ f ί

ό ύ

x
f x x

x x

Ά C ό ύ x

ά ό ύ

x

f x xx

x x

      

   

       

      

    

  





      





 
2

2

2 2 2

lim ln lim

' :

1

( ) ln (ln ) 1
lim lim lim lim lim 0

( ) 2 2

ln ln
lim [ ( ) ] lim [ 0 ] lim

lim ln

x x

x x x x x

x x x

x

x

ή x x ό

De Hospital έ

f x x x ΄ x

x x x ΄ x x

x x
f x x x

x x

ή x

     

 



 



 

    

  



   

     

    

 



2lim

' :

1

ln (ln ) 1
lim[ ( ) ] lim lim lim lim 0

( ) 1

.

0

x

x x x x x

f

x ό

De Hospital έ

x x ΄ xf x x
x x ΄ x

Ά C ύ y x ί

y

    

 

 

           



    

 

      

 



3. 

2( ) 1

ύ ά ύ ή

ά ά f x x

          

    



 
 



4 

 

 2

2 2 2

2 2
2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2

: 1 0

0 1 1 0 1 0

:

0

1 1
(1 ) 1

( ) 1
lim lim lim lim

1 1
1 1

1 1
lim lim lim 1 1 lim 1

1 1
( ) 1 (1 ) 1

f

f

x x x x

x x x x

D x x

x x x

ό D

x x x x

x x
f x x x x

x x x x

x x
x x

x x x x

f x x x x x x x
x

 







   

   

   

       

 

     

 


    

 

     

        





2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2
2

2

2 2

2 2 2 2

1 1 1
1 1 ( 1 1)

1 1
lim , lim( 1 1) 1 lim 1 0

( 1 )( 1 ) ( 1)
( )

11
(1 )

1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 ( 1 1) 1 1

lim[ ( ) ] lim

x x x

x x

x
x

x x x x x
x x x

x
x x

x x x x x x
f x x

x x
x x

x

x x

x
x x x x x

x x x x

f x x



 

  



 

        

       

     
   

 
 

 
   

       

  

2

1 1
0

1
1 lim 1

.

x

f

x

x

Ά C ύ y x ί

y x

           







 

 



 
 
 



5 

 

2 2
2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

0

1 1
(1 ) 1

( ) 1
lim lim lim lim

1 1
1 1

1 1
lim lim lim 1 1 lim 1

1 1
( ) 1 (1 ) 1

1 1 1
1 1 ( 1

x x x x

x x x x

x x x x

x x
f x x x x

x x x x

x x
x x

x x x x

f x x x x x x x x
x x

x x x x x
x x x







   

   

      

 


    

  

        

          

          

2 2

2 2 2 2 2

2
2

2

2 2

2 2 2 2

2

1)

1 1
lim , lim ( 1 1) 1 lim 1 0

( 1 )( 1 ) ( 1)
( )

11
(1 )

1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 ( 1 1) 1 1

1 1
lim[ ( ) ] lim 0

1
1 lim 1

x x x

x x

x

x
x x

x x x x x x
f x x

x x
x x

x

x x

x
x x x x x

x x x x

f x x
x

x

Ά



 



  

 



         

     
   

 
 

 
    

         

    

 

.
f

C ύ y x ί

y x

           

 

4. 
2( 1) 5

( ) , ,
3

, ,

2 3

f

a x x
ί ά f x

x

ύ ώ C έ ύ

ί x y


       



             

  

  
  





  



 

 



6 

 

 : 3 0

3
:3 0 3

3 3 3

3 0 ( , ) ( , )
3 3 3

( , ) ( , )
3 3

( , ) ( , )
3 3

2

f

f

f

D x x

x
ώ ί x x x

x D x x x

D

ά f ί ή

ά f έ ό ύ x

ό



 
     

  


 

 
     

       

 

   


          

             

     

     

  





2 2 2

2

lim ( ) lim ( ) lim ( ) :

2 2 2 3 6
3 3

3. :

lim ( ) 3 lim ( ) 3

: 1 0

( 1) 5
lim ( ) lim lim

3

x x x

x x

x x x

f x ή f x ή f x Ά

ά f έ ό ό ύ y Ά έ

f x ή f x

Έ a

a x x
f x

x

 

 
 

          







   

 

  

     

        

 

 

 

  
 





2

2 2

( 1) 1
lim

3 3

, 1 01
( )

, 1 03

( 1) 5 ( 1) 1
lim ( ) lim lim lim

3 3 3

, 1 01
( )

, 1 03

lim ( ) 3 lim ( ) 3. : 1 0

x

x x x x

x x

a x a
x

x

aa

a

a x x a x a
f x x

x x

aa

a

Ά ί f x ή f x ώ a





   

 

   

 

 
 

  
   

  

    
   



  
   

  

     

2 2

1

( 1) 5 (1 1) 5 5
( )

3 3 6 3 6

5
lim ( ) 3 lim 3 lim 3 3 3 3

3 6 3 3

9

x x x

a x x x x x
f x

x x x

x x
f x

x x



  



  




  



      
  

  


        



 

  

 
 
 
 



7 

 

5. 

3 2

2

: :

2 3 1
2 3 ( ) *

ά f ύ ό

x x
x f x ά x

x

Na a ί f έ ά ύ

       

  

        

 

 
   

 

  

3 2 3 2

2 2 2 2

2 2

2

2

2 3 1 2 3 1
2 3 ( ) 2 3 ( )

1 1
2 3 ( ) 2 3 0 ( ) 2 3

1
0 ( ) (2 3) , 0(1)

1
lim 0 lim 0

(1) , (2)

: lim[ (

x x

x

x x x x
x f x x f x

x x x x

x f x x f x x
x x

f x x x
x

x

έ ύ ή

ή έ f x

          

   

 



 
        

          


    


  




) (2 3)] 0

2 3 f

x Ά ί

y x ί ά ύ C

   

      

  

 

 

 
Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 

1. 

2

1
( ) 3

ύ ύ ή ά

ά f x x
x

           

 



 

 

2. 

ln 2
( )

ύ ύ ή ά

x
ά f x

x

           

 





 

3. 

2( ) 4

ύ ά ύ ή

ά ά f x x

          

    



 
 

 



8 

 

 
4. 

2(2 1) 5
( ) , ,

, ,

2 3

f

a x x
ί ά f x

x

ύ ώ C έ ύ

ί x y


       



             

  

  
  





  



 

5. 

3 2

2

: :

2 4 1
2 4 ( ) *

ά f ύ ό

x x
x f x ά x

x

Na a ί f έ ά ύ

       

  

        

 

 
   

 

  

6.  

 

 
   

 
   

 

   

2

2

2

2

2 2 2

2

2 2

2

:

3
lim 2

1

:

3
, lim 2, 0

1

3 1 3

1

1 3
lim lim lim

x

f

x

x x

f ή ά ί ύ

xf x x

x

ί ύ C

xf x x
g x g x x x

x

xf x x g x x x
g x f x

xx

f x g x x x

x x

          

       







 

 






 




    



  
  



 
 

 

 

  
 

 
 

    
 

2

2

2

2
22

2 2 2

2 2 2

2 2

2

1
1 3

1
1 3

3 1 1
lim lim lim lim 1 3 3

1 3 3
lim lim

1 1
1 1

1
lim lim lim lim 1 2

x

x x x x

x x

x x x x

g x x x
x

x

g x x x
xx

g x
x x x x

g x x x x
f x x

x

g x x g x x
x x

g x
x x x

 



   

 

   

 



  

      

  
     

  

     

 

 



9 

 

 
 
7. 

ln3
( )

ύ ύ ή ά

x
ά f x

x

           

 





 

8. 

2( ) 9

ύ ά ύ ή

ά ά f x x

          

    



 
 

9. 
2( 1) 2 5

( ) , ,
3

, ,

2 3

f

a x x
ί ά f x

x

ύ ώ C έ ύ

ί x y


       



             

  

  
  





  



 

10. 

3 2

2

: :

5 2 1
5 2 ( ) *

ά f ύ ό

x x
x f x ά x

x

Na a ί f έ ά ύ

       

  

        

 

 
   

 

  

 


