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TΑ ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ BOLZANO – ROLLE-ΜΔ΢Η΢ ΣΙΜΗ΢ 

 
 

Σο θεώπημα ηος Rolle 

                       Y 
 

                    Ξ(ξ,f(ξ))     (ε)   
                        

 
                                                  Cf 

 
         
      f(α)=f(β)                                        

 
         Υ΄         Ο(0,0)                                               Υ 

 
                                   α                       ξ              β 
            
                       Y΄ 
 
                                       
 
                  Ι) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
      
      Αν:      II) f παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα (α,β) 
 
                  ΙΙ) f(α)= f(β)   
 
Tόηε   ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε f΄(ξ)= 0 
 
Γεωμεηπική επμηνεία : 
Αν (ε) η εθαπηομένη ηηρ Cf ζηο ζημείο επαθήρ Ξ(ξ,f(ξ)) ηόηε θα 
ιζσύει λε = f΄(ξ)= 0.Έσω λΥ΄Υ =0.Άπα η εθαπηομένη ηηρ Cf ζηο 
ζημείο επαθήρ Ξ(ξ,f(ξ)) είναι παπάλληλη με ηον άξονα Υ΄Υγιαηί λε= 
λΥ΄Υ 

Υπάπσει ένα τοςλάσιστον σημείο τηρ  Cf στο οποίο η ευαπτομένη 
στη Cf να είναι παπάλληλη με τον άξονα Χ΄Χ 
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Σο θεώπημα ηος Bolzano 

 
                       Y 

 
                      f(β) 

 
 

Cf 
 
 

         Υ΄         Ο(0,0)                                               Υ 
 

                                   α      Ξ( ξ,f(ξ))                    β 
 
 
             f(α) 
                      Y΄ 
                                       
 
                  Ι) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
     Αν: 
                 ΙΙ) f(α)• f(β) <0 
  
Tόηε   ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε f(ξ)= 0 
Γεωμεηπική επμηνεία : 
Τπάπσει ζημείο ηηρ Ξ( ξ,f(ξ)) ηηρ Cf με f(ξ)= 0Άπα Ξ( ξ,f(ξ))ͼΥ΄Υ  
 Η  Cf τέμνει  τον άξονα Χ΄Χ  
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Σο θεώπημα ηηρ μέζηρ ηιμήρ 

             
                      Y 
                f(ξ)                                     Ξ(ξ, f(ξ))                       
                                                                        Cf 

                                                                                                         
             f(β)               (ε)                                         Β(β,f(β))                      

 
         
                                              
              f(α)              
                                  Α(α, f(α)) 
                                    
         Υ΄         Ο(0,0)  α                    ξ                β       Υ 
            
                     Y΄ 
 
                                       
 
                  Ι) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
 
     Αν: 
                 II) f παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα (α,β) 
 
                                                                                          f(β)‒f(α) 
Tόηε ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε f΄(ξ)= ———— 
                                                                                               β‒α            
              
Γεωμεηπική επμηνεία : 
Αν (ε) η εθαπηομένη ηηρ Cf ζηο ζημείο επαθήρ Ξ(ξ,f(ξ)) ηόηε θα  
                            f(β)‒f(α) 
ιζσύει λε = f΄(ξ)= ———— 
                               β‒α                                     f(β)‒f(α) 
Η εςθεία ΑΒ έσει ζηνηελεζηή διεύθςνζηρ  λΑΒ =———— 
                                                                                   β‒α 
Άπα η εθαπηομένη ηηρ Cf ζηο ζημείο επαθήρ Ξ(ξ,f(ξ)) είναι 
παπάλληλη με ηην εςθεία ΑΒ γιαηί λε= λΑΒ 

Υπάπσει ένα τοςλάσιστον σημείο τηρ  Cf στο οποίο η ευαπτομένη 
στη Cf να είναι παπάλληλη με την εςθεία ΑΒ 
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ΣΟ ΘΔΩΡΗΜΑ ΣΩΝ ΔΝΓΙΑΜΔ΢ΩΝ ΣΙΜΩΝ 

 
             Ι) Η f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
Αν :  
             ΙΙ) f(α)≠ f(β) 
 
Σόηε για κάθε απιθμό κ μεηαξύ ηων f(α) και f(β) ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε f(ξ)=κ 

 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 
1. 

Έζηω η δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζςνάπηηζη f:IR →IR καιοι 
απιθμοί 0<α<β ώζηε f(α)=β, f(β)= α και f(α+β)=0Να δείξεηε όηι: 
Ι)ςπάπσει xoͼ(α,β) ώζηε f(xo)= xo 

ΙΙ) ςπάπσοςν ξ1,ξ2ͼ(α,β)μεξ1<ξ2 ώζηε f΄(ξ1) f΄(ξ2)=1 
ΙΙΙ)η εξίζωζη f΄΄(x)=0 έσει λύζη ζηο (α,α+β)   

Ι)Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη g(x)= f(x)‒x 
g(α)= f(α)‒α=β‒α 
g(β)= f(β)‒β=α‒β 
g(α) g(β)= (β‒α)( α‒β)= (β‒α) [‒(β‒ α)]=‒(β‒ α)2<0 
(α≠βή α‒β ≠0ή (α‒β)2>0ή‒(α‒β)2<0) 
Δπειδή η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη θα είναι και 
ζςνεσήρ.Οπόηε η g είναι ζςνεσήρ ωρ διαθοπά ζςνεσών 
ζςναπηήζεων   
 
                 Ι) g ζςνεσήρ ζηο [α,β] 
Οπόηε: 
                 ΙΙ) g(α)• f(β) <0 
Άπα η ζςνάπηηζη g ικανοποιεί ηιρ πποϋποθέζειρ ηος θεωπήμαηορ 
ηος Bolzano ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β]Οπόηε θα ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον xoͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε g(xo)= 0 
 
 
g(ξ)= 0                   f(xo) ‒xo= 0                         f(xo) =xo               
 
xoͼ(α,β)                xoͼ(α,β)                             xoͼ(α,β) 
  
ΙΙ) 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α, xo] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,xo) 
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Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,xo].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ1 ͼ(α, xo) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(xo)‒ f(α)          
f΄(ξ1) = —————                
              xo ‒α      
 
 
           f(xo)‒ f(α)           xo‒ β              
f΄(ξ1) = ————— = ————   
               xo‒α               xo‒α      
          
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ xo,β] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (xo,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ xo,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ2 ͼ(xo,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
              f(β)‒ f(xo)          
f΄(ξ2) = —————                
                β‒xo    
 
    
             f(β)‒f(xo)        α ‒xo              xo ‒β 
f΄(ξ2) = ————— = ———— =  ————  
               β ‒xo             xo‒α              xo ‒α 
 
                     xo‒ β           xo‒α 
f΄(ξ1) f΄(ξ2)= ———— • ———— =1 
                      xo‒α           xo‒ β 
 
ΙΙΙ) 
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α, β] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ3 ͼ(α, β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  



6 

 

            f(β)‒ f(α)          
f΄(ξ3) = —————                
              β ‒α      
           f(β)‒ f(α)           α‒ β          ‒( β ‒α )          
f΄(ξ3) = ————— = ———— =  ———— = ‒1 
              β‒α                β‒α               β‒α     
 
        
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [β, α+β] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (β,α+β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [β,α+β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ3 ͼ(α, β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
 
            f(α+β)‒ f(β)          
f΄(ξ4) = —————                
              α+β ‒α      
           f(α+β)‒ f(β)           0‒ β          ‒ β          
f΄(ξ4) = ————— = ———— =  ———— = ‒1 
              α+β‒α                β               β 
Οπόηε f΄(ξ3)= f΄(ξ4)       
 
Ι) f΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[ξ3, ξ4]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) f΄ παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(ξ3, ξ4)  
ΙΙΙ) f΄( ξ3)= f΄(ξ4)  
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f΄ ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [ξ3, ξ4].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(ξ3,ξ4) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει f΄΄(ξ)=0 
2. 

Έζηω η δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζςνάπηηζη f:IR→IR με  
f(0)= 1,f(1)=2 και f(2)=7 
α)Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη f΄(x)=4 έσει ηοςλάσιζηον μια λύζη 
ζηο (0,2) 
ΙΙ)Να βπείηε ηοςρ α,βͼΙR , ώζηε για ηην ζςνάπηηζη 
g(x)=αx2+βx+f(x) να ιζσύοςν οι πποςποθέζειρ ηος Rolle ζηα 
διαζηήμαηα [0,1] και [1,2] 
ΙΙΙ)Να αποδείξεηε όηι εξίζωζη f΄΄(x)=0 έσει ηοςλάσιζηον μια λύζη 
ζηο (0,2)       

Ι) 
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I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0, 1] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (0,1) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0,1].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ1 ͼ(0, 1) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(1)‒ f(0)          
f΄(ξ1) = —————                
              1 ‒0      
           f(1)‒ f(0)                     
f΄(ξ1) = ————— = 2‒1=1 
              1‒0                                          
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [1, 2] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (1,2) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [1,2].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ2 ͼ(1, 2) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(2)‒ f(1)          
f΄(ξ2) = —————                
              2 ‒1      
           f(2)‒ f(1)                     
f΄(ξ1) = ————— = 7‒2=5 
             2‒1                                          
Έσω 0< ξ1<1< ξ2<2.Οπόηε ξ1< ξ2 
I) f΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ξ1 ,ξ2 ] (ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) 1= f΄( ξ1)<4 <f΄( ξ2)=5 
Οπόηε ζύμθωνα με ηο θεώπημα ηων ενδιάμεζων ηιμων ςπάπσει 
ξ ͼ[ξ1 , ξ2 ] ηέηοιο ώζηε f΄( ξ)=4  
Έσω 1< ξ1≤ξ ≤ξ2<2 Οπόηε ξ ͼ(1, 2) 
Άπα ςπάπσει ξ ͼ(1, 2) ηέηοιο ώζηε f΄( ξ)=4  
ΙΙ) 
Η g είναι παπαγωγίζιμη ζηο IR ωρ άθποιζμα παπαγωγίζιμων 
ζςναπηηζεων. Η g είναι παπαγωγίζιμη ζηο IR ωρ άθποιζμα 
παπαγωγίζιμων ζςναπηηζεων 
Η g για να ικανοποιεί ηο θεώπημα ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα 
[0,1] θα ππέπει να ιζσύει: 
Ι) g ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[0, 1]   
ΙΙ) g παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(0, 1)  
ΙΙΙ) g( 0)= g(1)  
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2 2(0) (1) 0 0 (0) 1 1 (1)

1 2 1 2 1

g g f f   

     

       

          

   
 

 
Η g για να ικανοποιεί ηο θεώπημα ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα 
[1,2] θα ππέπει να ιζσύει: 
 
 
Ι) g ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[1, 2]   
ΙΙ) g παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(1, 2)  
ΙΙΙ) g( 1)= g(2)  
 

2 2(1) (2) 1 1 (1) 2 2 (2)

2 4 2 7 4 2 2 7 3 5

1 1 1

3 5 3 5 3 5 1

1
1 1 ( 2) 1 2

2 4
2 4 2 2

2 2

1

g g f f   

         

     

       

 
   


  





       

              

          
   

              

   
           

      
       






   

2




  

 

III) 
Ι) g ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[0, 1]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) g΄ παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(0, 1)  
ΙΙΙ) g(0)= g(1)  
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη g ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [0, 1].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον x1ͼ(0,1) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει g΄( x1)=0 

 
Ι) g ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[1, 2]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) g παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(1, 2)  
ΙΙΙ) g(1)= g(2)  
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη g ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [1, 2].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον x2ͼ(1,2) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει g΄( x2)=0 

 
g΄(x)=(‒2x2+x+f(x))΄=(‒2x2)΄ +( x) ΄ +f΄(x)= ‒2 (x2)΄+1 +f΄(x)= 
=‒2• 2x+1 +f΄(x)=‒4x+1 +f΄(x) 
Η g΄ είναι παπαγωγίζιμη ζηο IR ωρ άθποιζμα παπαγωγίζιμων 
ζςναπηηζεων 
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Έσω 0< x1<1< x2<2Οπόηε x1< x2  
Ι) g΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[x1, x2]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) g΄ παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(x1, x2)  
ΙΙΙ) g΄ (x1)= g(x2)  
 
 
 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη g΄  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [x1, x2].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον x0ͼ(x1, x2) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει g΄΄( x0)=0 
3. 

Έζηω η ζςνεσήρ ζςνάπηηζη f:[α,β]→IR και ο απιθμόρ γͼ(α,β) ώζηε 
f(α)< f(β)< f(γ).Να δείξεηε όηι : 
Ι)Η f δεν είναι «1-1» 
ΙΙ)Αν η f είναι παπαγωγίζιμη ζηο (α,β) ηόηε η εξίζωζη f΄(x)=0 έσει 
μια ηοςλάσιζηον λύζη ζηο (α,β) 
ΙΙΙ)Αν η f είναι δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο [α,β] ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε f΄΄(ξ)<0 

Ι)Έζηω η f είναι «1-1» 
Δπειδή η f είναι ζςνεσήρ ζηο [α,β] θα είναι ζςνεσήρ ζηο [α,γ](Γιαηί 
γͼ(α,β)) 
 I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α ,γ ]  
 
ΙΙ) f(α)< f(β)< f(γ) 
  
Οπόηε ζύμθωνα με ηο θεώπημα ηων ενδιάμεζων ηιμων ςπάπσει 
x0 ͼ[α , γ ] ηέηοιο ώζηε f(x0 )= f(β) 
Δπειδή f(x0 )= f(β) και  η f είναι «1-1» θα έσω : x0 =β(Άηοπο)(Γιαηί  
α< x0<γ<β ή x0<β) 
Άπα η f δεν είναι «1-1» 
ΙΙ) 
Ι) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[ x0, β]   
ΙΙ) f΄ παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα( x0, β)  
ΙΙΙ) f(x0)= f(β)  
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [x0, β].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον πͼ(x0,β) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει f΄(π)=0 
Έσω α< x0<π<βή α< x0<π<β 
ΙΙΙ) 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α, γ]  
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ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,γ) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,γ].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ1 ͼ(α, γ) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(γ)‒ f(α)          
f΄(ξ1) = —————                
              xo ‒α      
 
 
            f(γ)‒ f(α)                         
f΄(ξ1) = ————— >0  
               xo‒α                     

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )
0

0

f f f f f f     

     

    
   

    
 

I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [γ, β]  
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (γ,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [γ,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ1 ͼ(α, xo) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(β)‒ f(γ)          
f΄(ξ1) = —————                
              β ‒γ      
 
 
           f(β)‒ f(γ)                                 
f΄(ξ2) = —————  <0  
               γ‒α    
                  

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )
0

0

f f f f f f     

     

    
   

    
 

 
Έσω : α < ξ1<γ< ξ2<βΟπόηε ξ1< ξ2  
 
I) f΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ξ1, ξ2 ] (Ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f΄ παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (ξ1, ξ2) 
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Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ξ1 ,ξ2].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξ ͼ(α, β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
 
         f΄( ξ2 )‒ f΄(ξ1)          
f΄΄(ξ) = —————<0                
              ξ2 ‒ξ1       

1 1

2 1

2 2

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

( ) 0 ( ) 0
( ) ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
0

0

f f
f f

f f

f f f f f f

 
 

 

     

     

    
     

   

          
   

    

 

4. 

Έζηω f μια ζςνάπηηζη δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο διάζηημα 
[α,β] για ηο οποίο ιζσύοςν f(α)= f(β), f΄(α)>0 
Να αποδείξεηε όηι: 
Ι)ςπάπσει ξͼ(α,β)ηέηοιορ ώζηε f΄(ξ)=0 
ΙΙ) ςπάπσει γͼ(α,β)ηέηοιορ ώζηε f΄΄(γ)<0 
ΙΙΙ)αν επιπλέον είναι f΄(β)>0 ςπάπσει  xoͼ(α,β) ηέηοιορ 
 ώζηε f΄΄ (xo)=0 

Ι) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[α,β]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(α,β)  
ΙΙΙ) f(α)= f(β)  
Οπόηε η ζςνάπηηζη f ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β].Άπα ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει f΄(ξ)=0 
I) f΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,ξ](ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f΄ παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,ξ) 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f΄  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,ξ].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον γͼ(α,ξ) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f΄ (ξ)‒ f΄(α)          
f΄΄ (γ) = —————                
                ξ‒α      
             f΄ (ξ)‒ f(α)        0‒f΄ (α)           f(α)    
f΄΄ (γ) = ————— =———— = ‒ ———— <0 
               ξ‒α               ξ‒α               ξ‒α 
Γιαηί: 
                                                    f΄(α)             f΄(α) 
(ξ>α, f΄(α)>0)ή(ξ‒α >0, f΄(α)>0)ή———<0ή‒ ———<0 
                                                    ξ‒α              ξ‒α 
ΙΙΙ) 
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I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ξ,β](ωρ παπαγωγίζιμη) 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (ξ,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [ξ,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον δͼ(ξ,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f΄ (β)‒ f΄(ξ)          
f΄΄ (δ) = —————                
            β‒ξ  
     
             f΄(β)‒ f΄(ξ)        f΄(β)‒0         f΄(β)    
f΄΄(δ) = ————— =———— =  ———— >0 
               β‒ξ               β‒ξ               ξ‒α 
Γιαηί: 
                                                    f΄(α)             
(β>ξ, f΄(β)>0)ή(β‒ξ >0, f΄(β)>0)ή———>0 
                                                    ξ‒α            
Δπειζή f΄΄(γ)<0 και f΄΄(δ)>0 θα έσω: f΄΄(γ) f΄΄(δ)<0 
 
                 Ι) f΄΄ ζςνεσήρ ζηο [γ,δ] 
Οπόηε: 
                 ΙΙ) f΄΄(γ)• f΄΄(δ) <0 
Άπα η ζςνάπηηζη f ικανοποιεί ηιρ πποϋποθέζειρ ηος θεωπήμαηορ 
ηος Bolzano ζηο κλειζηό διάζηημα [γ,δ]Οπόηε θα ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον xoͼ(γ,δ) ηέηοιο ώζηε f΄΄(xo)= 0 
5. 

Έζηω δςο ζςναπηήζειρ f,g δςο θοπέρ παπαγωγίζιμερ ζηο 
διάζηημα [0,2004] με:  

(2004) (0) (0) (2004)f΄ g΄ f΄ g΄    

Να αποδείξεηε όηι : 
Ι)ςπάπσει xoͼ(0,2004) ηέηοιορ ώζηε f΄(xo)= g΄(xo) 
II)ςπάπσοςν x1,x2ͼ(0,2004) ηέηοια ώζηε f΄΄(x1)=g΄΄(x2) 
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(2004) (0) (0) (2004) (2004) (2004) (0) (0)(1)

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) [0,2004]

[0,2004]

f΄ g΄ f΄ g΄ f΄ g΄ f΄ g΄

ώ ά h x f x g x

ά f x g x ί ή ά

ώ ή Ά h ί ί

   

        

          

 

      

   

 

( ) ( ) ( ) [0,2004]

[0,2004]

(0) (0) (0)

(2004) (20004) (2004) (0) (2

(2004) (2004) (0) (0)

ά ί ί ή

h΄ x f΄ x g΄ x x

ή h ί ί ί ή

h f΄ g΄

h f΄ g΄ h h

f΄ g΄ f΄ g΄

      

            

  



  


   
   

004)

Ι) h ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα[0,2004]  ωρ παπαγωγίζιμη 
ΙΙ) h παπαγωγίζιμη ζηο ανοικηό διάζηημα(0,2004)  
ΙΙΙ) h(0)= h(2004)  
Οπόηε η ζςνάπηηζη h ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηος Rolle ζηο κλειζηό διάζηημα [0,2004].Άπα ςπάπσει 
ένα ηοςλάσιζηον xoͼ(0,2004) ηεηοιο ώζηε να ιζσύει h΄(xo)=0 
(h΄(xo)=0με ξͼ(0,2004)) ή (f΄΄ (xo)‒g΄΄ (xo)=0με xoͼ(0,2004))ή 
(f΄΄ (xo)=g΄΄(xo)με xoͼ(0,2004)) 
ΙΙ) 
 I) f΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0,2004] 
 
ΙΙ) f΄ παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (0,2004) 
Οπόηε η ζςνάπηηζη g΄  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0,2004].Άπα 
θα ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον x2ͼ(0,2004) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
              f΄(2004)‒f΄(0)       g΄(2004)‒g΄(0)         
 f΄΄ (x1) = ——————   =  ——————          
                2004‒0                  2004 
 
I) g΄ ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0,2004] 
 
ΙΙ) g΄ παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (0,2004) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη g΄  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [0,2004].Άπα 
θα ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον x2ͼ(0,2004) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
              g΄(2004)‒g΄(0)         g΄(2004)‒g΄(0)         
 g΄΄ (x2) = ——————   =  ——————          
                2004‒0                          2004 
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Άπα ςπάπσοςν x1,x2ͼ(0,2004) ηέηοια ώζηε f΄΄(x1)=g΄΄(x2) 
Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ 

1. 

Έζηω η δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζςνάπηηζη f:IR →IR καιοι 
απιθμοί 0<2α<β ώζηε f(2α)=β, f(β)= 2α και f(2α+β)=0Να δείξεηε όηι: 
Ι)ςπάπσει xoͼ(2α,β) ώζηε f(xo)= xo 

ΙΙ) ςπάπσοςν ξ1,ξ2ͼ(2α,β)μεξ1<ξ2 ώζηε f΄(ξ1) f΄(ξ2)=1 
ΙΙΙ)η εξίζωζη f΄΄(x)=0 έσει λύζη ζηο (2α,2α+β)   

2. 

Έζηω η δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζςνάπηηζη f:IR→IR με  
f(0)= 1,f(1)=3 και f(2)=8 
α)Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη f΄(x)=4 έσει ηοςλάσιζηον μια λύζη 
ζηο (0,2) 
ΙΙ)Να βπείηε ηοςρ α,βͼΙR , ώζηε για ηην ζςνάπηηζη 
g(x)=αx2+βx+f(x) να ιζσύοςν οι πποςποθέζειρ ηος Rolle ζηα 
διαζηήμαηα [0,1] και [1,2] 
ΙΙΙ)Να αποδείξεηε όηι εξίζωζη f΄΄(x)=0 έσει ηοςλάσιζηον μια λύζη 
ζηο (0,2)       

3. 

Έζηω η ζςνεσήρ ζςνάπηηζη f:[2α,β]→IR και ο απιθμόρ γͼ(α,β) 
ώζηε f(2α)< f(β)< f(γ).Να δείξεηε όηι : 
Ι)Η f δεν είναι «1-1» 
ΙΙ)Αν η f είναι παπαγωγίζιμη ζηο (2α,β) ηόηε η εξίζωζη f΄(x)=0 έσει 
μια ηοςλάσιζηον λύζη ζηο (2α,β) 
ΙΙΙ)Αν η f είναι δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο [2α,β] ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(2α,β) ηέηοιο ώζηε f΄΄(ξ)<0 

4. 

Έζηω f μια ζςνάπηηζη δςο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο διάζηημα 
[2α,β] για ηο οποίο ιζσύοςν f(2α)= f(β), f΄(2α)>0 
Να αποδείξεηε όηι: 
Ι)ςπάπσει ξͼ(2α,β)ηέηοιορ ώζηε f΄(ξ)=0 
ΙΙ) ςπάπσει γͼ(2α,β)ηέηοιορ ώζηε f΄΄(γ)<0 
ΙΙΙ)αν επιπλέον είναι f΄(β)>0 ςπάπσει  xoͼ(2α,β) ηέηοιορ 
 ώζηε f΄΄ (xo)=0 

5. 

Έζηω δςο ζςναπηήζειρ f,g δςο θοπέρ παπαγωγίζιμερ ζηο 
διάζηημα [0,20] με:  

(20) (0) (0) (20)f΄ g΄ f΄ g΄    

Να αποδείξεηε όηι : 
Ι)ςπάπσει xoͼ(0,20) ηέηοιορ ώζηε f΄΄ (xo)= g΄΄(xo) 
II)ςπάπσοςν x1,x2ͼ(0,20) ηέηοια ώζηε f΄΄(x1)=g΄΄(x2) 

 


