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ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢ΙΜΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΢ΤΝΕΥΕΙΑ 
 

Κάθε παπαγωγίζιμη ζςνάπηηζη ζηο ζημείο xο είναι και ζςνεσήρ 
ζηο xο 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ !!! 
Σο ανηίζηποθο δεν ιζσύει δηλ. όλερ οι ζςνεσείρ ζςναπηήζειρ δεν 
είναι παπαγωγίζιμερ π.σ. η ζςνάπηηζη f(x) = |x| είναι ζςνεσήρ ζηο 
ζημείο  
xο = 0 αλλά δεν είναι παπαγωγίζιμη ζηο xο = 0. Ππάγμαηι : 
                      x , x≥0 
f(x) = |x| =  
                    –x , x > 0 
lim f(x) = lim f(x) = f(0) 
x → 0–     x → 0+     

               f (xο + h) – f (xο)     f (0+h) – f (0)    f (h) – 0      f (h) 
λ(h) = ─────────── = ──────── =  ───── = ───  = 
                        h                                  h             h            h 
 
                  f ( h)                            h          
              ────── , h > 0         ────,  h > 0                 1 , h > 0 
                          h                            h                              
 =                                    =                                   = 
                f ( h)                             – h  
             ─────,  h < 0            ────, h < 0               – 1 , h < 0 
                      h                                h  
 
lim λ(h) = – 1≠ 1 = lim λ(h)  
  h → 0–                 h → 0+ 
Άπα  η ζςνάπηηζη f δεν είναι παπαγωγίζιμη ζηο ζημείο xο = 0  

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 
1. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           x f(xo)‒ xo f(x) 
lim ————————— = f(xo)‒ xof΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

Επειδή η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo θα είναι και 
ζςνεσήρ ζηο xoΟπόηε θα ιζσύει : 
 
 
lim f(x) = f(xo) 
x→ xo 
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    x f(xo)‒ xo

2 f(x)          x f(xo)‒ xo f(x) ‒ xo f(xo)+ xo f(xo) 
 ————————— = ———————————————  =  
         x‒ xo                                          x‒ xo 

 

   x f(xo) ‒ xo f(xo)‒ xo f(x) + xo f(xo) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x ‒ xo)‒ xo (f(x) ‒f(xo)) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x ‒ xo)               xo(f(x) ‒f(xo)) 
= ———————  ‒  ———————  =  
            x‒ xo                         x‒ xo    
 
         
                    f(x) ‒f(xo) 
= f(xo)  ‒  xo————— =  
                          x‒ xo    
 
 
           x f(xo)‒ xo f(x) 
lim ————————— =  
x→xo           x‒ xo 

 

                               f(x) ‒f(xo) 
= lim    [f(xo)  ‒ xo  ————— ] =   
  x→xo                       x‒ xo   
                               f(x) ‒f(xo) 
= f(xo)  ‒  xo lim   —————  =  f(xo)‒ xo f΄(xo) 
                   x→xo      x‒ xo   
2. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           x2 f(xo)‒ xo

2 f(x) 
lim ————————— = 2xof(xo)‒ xo

2 f΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

Επειδή η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo θα είναι και 
ζςνεσήρ ζηο xoΟπόηε θα ιζσύει : 
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lim f(x) = f(xo) 
x→ xo 
 
    x2 f(xo)‒ xo

2 f(x)          x2 f(xo)‒ xo
2 f(x) ‒ xo

2 f(xo)+ xo
2 f(xo) 

 ————————— = ———————————————  =  
         x‒ xo                                          x‒ xo 

 

   x2 f(xo) ‒ xo
2 f(xo)‒ xo

2 f(x) + xo
2 f(xo) 

= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x

2 ‒ xo
2)‒ xo

2 (f(x) ‒f(xo)) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x

2 ‒ xo
2)            xo

2 (f(x) ‒f(xo)) 
= ———————  ‒  ———————  =  
            x‒ xo                         x‒ xo    
 
         
           (x ‒ xo) (x + xo)               f(x) ‒f(xo) 
= f(xo)  ———————  ‒  xo

2————— =  
                  x‒ xo                         x‒ xo    
         
                                     f(x) ‒f(xo) 
= f(xo) (x + xo)   ‒  xo

2—————   
                                        x‒ xo   
 
           x2 f(xo)‒ xo

2 f(x) 
lim ————————— =  
x→xo           x‒ xo 

 

                                            f(x) ‒f(xo) 
= lim    [f(xo) (x + xo) ‒  xo

2————— ] =   
    x→xo                                    x‒ xo   
                                                f(x) ‒f(xo) 
= f(xo) lim  (x + xo) ‒  xo

2 lim   —————  =   
          x→xo                    x→xo      x‒ xo   
 
= 2xof(xo)‒ xo

2 f΄(xo) 
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3. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           x3 f(xo)‒ xo

3f(x) 
lim ————————— = 3xo

2f(xo)‒ xo
3 f΄(xo) 

x→ xo           x‒ xo  

Επειδή η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo θα είναι και 
ζςνεσήρ ζηο xoΟπόηε θα ιζσύει : 
 
lim f(x) = f(xo) 
x→ xo 
 
 
    x3 f(xo)‒ xo

3 f(x)          x3 f(xo)‒ xo
3 f(x) ‒ xo

3 f(xo)+ xo
3 f(xo) 

 ————————— = ———————————————  =  
         x‒ xo                                          x‒ xo 

 

   x3 f(xo) ‒ xo
3 f(xo)‒ xo

3f(x) + xo
3 f(xo) 

= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x

3 ‒ xo
3)‒ xo

3 (f(x) ‒f(xo)) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   f(xo)(x

3 ‒ xo
3)            xo

3 (f(x) ‒f(xo)) 
= ———————  ‒  ———————  =  
            x‒ xo                         x‒ xo    
 
         
           (x ‒ xo)(x

2 + x xo+ xo
2)                f(x) ‒f(xo) 

= f(xo)  ——————————  ‒  xo
3  ————— =  

                       x‒ xo                                x‒ xo    
         
                                                f(x) ‒f(xo) 
= f(xo) (x

2 + x xo+ xo
2)   ‒  xo

3—————   
                                                    x‒ xo   
 
           x3 f(xo)‒ xo

3 f(x) 
lim ————————— =  
x→xo           x‒ xo 
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                                                      f(x) ‒f(xo) 
= lim    [f(xo) (x

2 + x xo+ xo
2) ‒  xo

3————— ] =   
 x→xo                                              x‒ xo   
                                                             f(x) ‒f(xo) 
= f(xo) lim  (x2 + x xo+ xo

2) ‒  xo
3 lim   —————  =   

          x→xo                               x→xo      x‒ xo   
 
= 3xo

2f(xo)‒ xo
3 f΄(xo) 

 
4. 

Αν οι ζςναπηήζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       f(x)g(xo) ‒ f(xo) g(x) 
lim ————————— = f΄( xo)g(xo) ‒ f(xo) g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

 
lim g(x) = g(xo) 
x→ xo 
 
 f(x)g(xo) ‒ f(xo) g(x)      f(x)g(xo)‒f(xo)g(x)‒f(xo)g(xo)+ f(xo)g(xo) 
 ————————— = ————————————————  =  
         x‒ xo                                          x‒ xo 

 

 

 

     f(x)g(xo) ‒f(xo)g(xo)‒f(xo) g(x) + f(xo)g(xo) 
= ———————————————————  =  
                                   x‒ xo  
 
   g(xo)( f(x) ‒f(xo))‒ f(xo)( g(xo) ‒g(xo)) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
   g(xo)( f(x) ‒f(xo))     f(xo)( g(xo) ‒g(xo)) 
= ——————— ‒   ————————  =  
               x‒ xo                     x‒ xo 
 
            f(x) ‒f(xo)                  g(x) ‒g(xo) 
= g(xo)————— ‒  f(xo) ———————  
               x‒ xo                          x‒ xo 
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        f(x)g(xo) ‒ f(xo) g(x) 
lim ————————— =  
x→xo           x‒ xo 

 

                      f(x) ‒f(xo)                 g(x) ‒g(xo) 
= lim    [g(xo) ————— ‒ f(xo)  ————— ] =   
    x→xo           x‒ xo                           x‒ xo  
 
                   f(x) ‒f(xo)                 g(x) ‒g(xo) 
= g(xo) lim ————— ‒ f(xo) lim ————— ] =   
           x→xo   x‒ xo              x→xo     x‒ xo  
 
=f΄( xo)g(xo) ‒ f(xo) g΄(xo) 
5. 

Αν οι ζςνάπηηζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       f2(x)g(xo) ‒ f2(xo) g(x) 
lim ————————— = 2g(xo)f(xo)f΄( xo) ‒ f2(xo)g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

Επειδή η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo θα είναι και 
ζςνεσήρ ζηο xoΟπόηε θα ιζσύει : 
 
lim f(x) = f(xo) 
x→ xo 
 
 f2 (x)g(xo)‒f(2xo) g(x)      f2(x)g(xo)‒f2(xo)g(x)‒f2(xo)g(xo)+ f2(xo)g(xo) 
 ————————— = ————————————————  =  
         x‒ xo                                          x‒ xo 

 

     f2(x)g(xo) ‒f2 (xo)g(xo)‒f2 (xo) g(x) + f2(xo)g(xo) 
= ———————————————————  =  
                                   x‒ xo  
 
   g(xo)( f

2(x) ‒f2(xo))‒ f2(xo)( g(xo) ‒g(xo)) 
= ———————————————  =  
                   x‒ xo  
 
  g(xo)( f(x) ‒f(xo))(f(x) ‒f(xo))        f

2(xo)( g(xo) ‒g(xo)) 
= ———————————— ‒   ————————  =  
               x‒ xo                                      x‒ xo 

 



7 

 

 
 
            f(x) ‒f(xo)                                 g(x) ‒g(xo) 
= g(xo)—————(f(x) ‒f(xo)) ‒ f2(xo) ———————  
               x‒ xo                                          x‒ xo 
 
 
        f2(x)g(xo) ‒ f2(xo)g(x) 
lim ————————— =  
x→xo           x‒ xo 

 

                  f(x) ‒f(xo)                                 g(x) ‒g(xo) 
= lim [g(xo)—————(f(x) +f(xo)) ‒ f2(xo) —————— ] 
   x→xo          x‒ xo                                          x‒ xo 

 

                  f(x) ‒f(xo)                                                g(x) ‒g(xo) 
= [g(xo) lim—————lim (f(x) +f(xo)) ‒ f2(xo) lim —————— = 
           x→xo  x‒ xo     x→xo                          x→xo     x‒ xo 

 

 = 2g(xo)f(xo)f΄( xo) ‒ f2(xo)g΄(xo) 
 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
1. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           ‒x f(xo) +xo f(x) 
lim ————————— = ‒f(xo) +xof΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

2. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           ‒x2 f(xo)+ xo

2 f(x) 
lim ————————— = ‒2xof(xo) +xo

2 f΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

3. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           ‒x3 f(xo) +xo

3f(x) 
lim ————————— = ‒3xo

2f(xo) +xo
3 f΄(xo) 

x→ xo           x‒ xo  
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4. 

Αν οι ζςνάπηηζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       ‒f(x)g(xo) + f(xo) g(x) 
lim ————————— = ‒f΄( xo)g(xo) + f(xo) g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

5. 

Αν οι ζςνάπηηζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       ‒f2(x)g(xo) + f2(xo) g(x) 
lim ————————— = ‒2g(xo)f(xo)f΄( xo) + f2(xo)g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

6. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           x 2f(xo)‒ xo f(x) 
lim ————————— = 2f(xo)‒ 2xof΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

7. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           2x2 f(xo)‒2xo

2 f(x) 
lim ————————— = 4xof(xo)‒ 2xo

2 f΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

8. 

Αν η ζςνάπηηζη f είναι παπαγωγίζιμη ζηο xo να αποδείξεηε όηι : 
 
           2x3f(xo)‒ 2xo

3f(x) 
lim ————————— = 6xo

2f(xo)‒3xo
3f΄(xo) 

x→ xo           x‒ xo  

9. 

Αν οι ζςναπηήζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       2f(x)g(xo) ‒ 2f(xo) g(x) 
lim ————————— = 2f΄( xo)g(xo) ‒ 2f(xo) g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  

10. 

Αν οι ζςναπηήζειρ f,g είναι παπαγωγίζιμερ ζηο xo να αποδείξεηε όηι  
 
       4f2(x)g(xo)‒4f2(xo) g(x) 
lim ————————— = 8g(xo)f(xo)f΄( xo) ‒ 4f2(xo)g΄(xo) 
x→ xo           x‒ xo  
 


