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MONOTONIA KAI AΝΙΣΩΣΕΙΣ 
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
1. 

Αν α>β>0να αποδείξετε ότι :  
             1+α 
eα‒β> ——— 
              1+β 

             1+α          eα             1+α 
eα‒β> ——— ——— > ———  eα(1+β)> eβ(1+α)   
              1+β        eβ               1+β 
                                    eα(1+β)             eβ(1+α) 
eα(1+β)> eβ(1+α)   —————— >——————  
                                   (1+α)(1+β)        (1+α)(1+β) 
    eα             eβ 
———  > ——— 
  1+α           1+β 
                                                 ex 
Θεωρώ τη συνάρτηση f(x) = ——— ,x>0 
                                                1+x 
               ex          (ex)΄(1+x)‒ex(1+x)΄      ex(1+x)‒ex[(1)΄+(x)΄] 
f΄(x) = (———)΄=————————— = ————————— =  
             1+x               (1+x)2                               (1+x)2 

   ex+x ex‒ex                x ex 

= ——————= ——————  
         (1+x)2                         (1+x)2 

Επειδή για κάθε x(0,+∞)ισχύει f΄(x)>0 η συνάρτηση f είναι 
γνησίως αύξουσα.Οπότε επειδή α>β>0 θα έχω :  
                        eα             eβ                              1+α 
f(α)> f(β)   ———  > ———  eα‒β> ——— 
                       1+α           1+β                 1+β 
2. 

I)Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση  
                lnx 
f(x) = ln (—— ) ,x(1,+∞)  
                 x 
II)Αν α>β>e να αποδείξετε ότι : αβ<βα 
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                                       lnx                 (lnx)΄ x ‒lnx (x)΄ 
                                   (  —— )΄           ———————                 
                   lnx                x                            x2 
f΄(x) =[ ln (—— )]΄ = —————— = ———————— =  
                   x                   lnx                           lnx 
                                       ——                        —— 
                                         x                                x 
        1 
     —— x ‒lnx 
        x                                           1‒lnx 
     ———————               ——————— 
             x2                                                             x2 
= —————————— =  —————————— =  
            lnx                                      lnx 
           ——                                    —— 
             x                                          x   
    (1‒lnx) x              1 
= —————— = ——  (1‒lnx) 
     x2 lnx                xlnx 
 
Eπειδή x>1 έχω  : 
 
lnx>ln1               lnx>0       (•) 
                                               x lnx>0               
x>1                     x>0 
 
                        1‒lnx=0                  lnx=1               x=e       
f΄(x) = 0                                                                                   (x=e) 
                           x>1                       x>1                x>1 
 
 
 
                        1‒lnx>0                  ‒lnx>‒1                
f΄(x) > 0                                                                     
                           x>1                       x>1                 
 ‒lnx      ‒1                    
—— <——                  lnx< lne                  x< e 
    ‒1     ‒1                                                                      1<x<e 
 
    x>1                             x>1                   x>1 
 
f΄(x) < 0         x>e 
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            x              1                     e                     +∞              
 
           f ΄                              +           0          –       
  
            f 
 
 
Επειδη f΄(x) > 0 για κάθε x(0,e) η συνάρτηση f είναι γνησίως 
αύξουσα στο διάστημα (0,e) 
Επειδη f΄(x) < 0 για κάθε x(e,+∞) η συνάρτηση f είναι γνησίως 
φθίνουσα στο διάστημα (e,+∞) 
II)Επειδή α>β>e και f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (e,+∞) 
θα έχω :  
                            lnα            lnβ          lnα       lnβ 
f(α) < f(β)   ln (—— )< ln (—— )   —— < ——    
                              α               β            α          β 
     lnα           lnβ 
αβ—— <αβ ——( Έχω α,β>0  αβ>0)   βlnα< αlnβ  
     α              β 
 
lnαβ< lnβα    αβ< βα 

3. 

                                                 x2 
Να αποδείξετε ότι : ημx ≥ x ‒ —— , xͼ[0,π/2] 
                                                  2                                              

                                                                 x2 
Θεωρώ τη συνάρτηση : f(x)= ημx ‒ x + ——, x [0,π/2]   
                                                                  2 
 
                              1                                       1 
f΄(x)= (ημx ‒ x + —— x3)΄= (ημx)΄‒( x)΄ + (—— x3)΄ =  
                              2                                       2  
                  1                                  1 
συνx‒1 + —— (x2)΄ = συνx‒1 + —— 2x= συνx‒1 +x 
                   2                                  2 
f΄΄(x)= (συνx‒1 +x)΄= (συνx)΄‒(1)΄+(x)΄= ‒ημx+1 
Αν x(0,π/2) έχω: ημx<1  1>ημx  1‒ ημx >0  f΄΄(x)>0 
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      I) f΄ παραγωγίσιμη στο [0,π/2]  
 
 
     ΙΙ) f΄΄(x)>0 για κάθε x(0,π/2) 
 
Άρα η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο[0,π/2] 
           f΄είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,π/2] 
x>0          
f΄(x)> f΄(0)          f΄(x)> συν0‒1 +0           f΄(x)> 0 
 
      I) f παραγωγίσιμη στο [0,π/2]  
 
 
     ΙΙ) f΄(x)>0 για κάθε x(0,π/2) 
 
Άρα η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο[0,π/2] 
           H f είναι γνησίως αύξουσα  στο [0,π/2] 
x≥0 
                                                    02          
f(x) ≥ f(0)          f(x) ≥ ημ0‒ 0 + ——           f(x) ≥0 
                                                    2 
                 x2                                   x2 
ημx ‒ x+  ——≥0           ημx ≥ x ‒ —— 
                  2                                    2                                   
4. 

I)Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση  
          ημx 
f(x) = ——  ,x(0,π/2]  
             x 
II)Αν α,βͼ(0,π/2) με α<β να αποδείξετε ότι :  
   ημα       α 
    ——>—— 
   ημβ       β 

             ημx        (ημx)΄x ‒ ημx (x)΄       xσυνx ‒ ημx  
f΄(x) =( —— )΄= ———————— = ———————— 
              x                       x2                          x2 
Θεωρώ τη συνάρτηση : g(x)= xσυνx ‒ ημx, x [0,π/2]   
 
g΄(x)= (xσυνx ‒ ημx)΄= (xσυνx)΄ ‒ (ημx)΄ = (x)΄συνx+x (συνx)΄ ‒ 
συνx= συνx+x (‒ημx) ‒ συνx = ‒x ημx 
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Aν xͼ(0,π/2) θα έχω : 
x >0 
                         xημx>0           ‒xημx<0         g΄(x)<0                                               
ημx>0 
     
  
    
   I) g παραγωγίσιμη στο [0,π/2]  
 
 
   ΙΙ) g΄(x)<0 για κάθε x(0,π/2) 
 
Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,π/2] Αν x(0,π/2) θα έχω : 
 
         H  g είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,π/2] 
x>0          
 
g(x)<g(0)         xσυνx ‒ ημx< 0συν0 ‒ ημ0           xσυνx ‒ ημx<0 
 
Άρα για κάθε x(0,π/2) έχω xσυνx ‒ ημx< 0.Οπότε κάθε x(0,π/2)  
        xσυνx ‒ ημx 
έχω —————— <0.Συνεπώς f΄(x) <0  για κάθε x(0,π/2)  
               x2 

 

      I) f παραγωγίσιμη στο (0,π/2]  
 
     ΙΙ) f΄(x)<0 για κάθε x(0,π/2) 
 
Άρα η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο(0,π/2] 
 
ΙΙ)  
                       f γνησίως φθίνουσα στο(0,π/2] 
                                   
   0<α<β<π/2 
                        ημα     ημβ                ημα          ημβ 
f(α)>f(β)          ——> ——           αβ —— >αβ —— 
                          α          β                    α              β 
                                  β ημα    α ημβ              ημα       α 
β ημα >α ημβ           ——— >———           ——— >— 
                                  βημβ     βημβ               ημβ       β 
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5. 

 

Nα δείξετε ότι αν x>1 τότε 
1

2 3x
x

   

 

 

Θεωρώ τη συνάρτηση 
1

( ) 2 3f x x
x

    με x [1, )   

1/ 2 1 1/ 2 1 1/ 2 1 1 1

1/ 2 1

1/ 2

1
( ) 2 3

1
( ) (2 3 ) (2 ) (3) ( ) 2 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1

1
( ) 0 ( 0, [1, )) ( 1 0, [1, ))

( 1 0, [1, )) ( 1, [1, )) ( 1, [1,

f x x
x

f΄ x x x ΄ x ΄ ΄ x ΄ x x

x x x
x x

x x x x x x xx x x

x
f΄ x x x x

x

x x x x x x

    

 

  

        


          


         

           

2 2

))

1

1
( ) 0 ( 0, [1, )) ( 1 0, [1, ))

( 1 0, [1, )) ( 1, [1, )) [( ) 1 , [1, )]

( 1, [1, )) (1, )

x

x
f΄ x x x x

x

x x x x x x

x x x



 


         

           

      

 
 
I)f παραγωγίσιμη στο [1,+∞)  
 
ΙΙ) f΄(x) >0 για κάθε x(1,+∞) 
 
Άρα f γνησίως αύξουσα στο [1,+∞) 
 
              f γνησίως αύξουσα στο[1,+∞) 
Αν x>1 
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1 1
( ) (1) 2 3 2 1 3

1

1 1
2 3 0 2 3

f x f x
x

x x
x x

      

      
 

6. 

 : 2 2 0, 0xί x x e x          

 

     

   
           

     

           

 

 

 
      

1

0, :

2 2 0, 0,

2 2 2 2

1 2 2 1 2

x x

x

x

F x G x H x F x G x H x

x x

F x G x F x G x F x G x

x

c c ά

e e

x x x x

ά ό ά e

ώ ά f x x x e x

f x x x e x x e

x e x e e x e



     

   

         

     
 

  






       

               

       





   

      
       

   

           

 

 

 
      

 

 

1

0, :

1 2 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

:

x x

x

x x

F x G x F x G x

x x

F x G x F x G x F x G x

x

c c ά

e e

x x x x

ά ό ά e

x x

x e x e

f x f x x e x e

x e x e e x e

x e xe

f ί
Έ



     

  


      

     
 

  








      

               

      

   

 





 

      

 

 

   
 

 

   

     

0, 0 0

0,

0 0,

0,

0 0 0

0,
:

0 0,

f f

ί

f x ά x

ό f

x f x f f x

f ί ί
Έ

f x ά x

  

  

 

    


  





   

 
 
 

     

  

    

    
 

     

 
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 

 

   
 

   
0, 0 0

0,

0 0 0 2 2 0

f f
x

ό f

x f x f f x x x e

 





   

  

        
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. 

Αν α>lnβ,β>1να αποδείξετε ότι :  
eα         1+α 
——> ——— 
  β        1+lnβ 

2. 

I)Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση  
              1+lnx 
f(x) = ln (—— ) ,xͼ(1/e,+∞)  
                 x 
II)Αν α>β>1 να αποδείξετε ότι : (eα)β<(eβ)α  

3. 

                                                      
Να αποδείξετε ότι : ημ2x ≥ 2x ‒2x2 , x[0,π/4] 
                                                                                                

4. 

I)Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση  
          ημx 
f(x) = ——  ,x[‒π/2,0)  
             x 
II)Αν α,β[‒π/2,0) με α<β να αποδείξετε ότι :  
    ημα      α 
    ——<—— 
    ημβ       β 

5. 

 

Nα δείξετε ότι αν x>0 τότε 
1

2 1 3
1

x
x

  


 

 

6. 

31
,0

6 2
ί x x x x


          

7. 

  2: 1 1 0, 0xί x x e x          

 


